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何もしなければそのまま運動を続ける性質：慣性

The law of inertia

例えば、地球は自転しているため、厳密に言うと慣性系ではない。

例題：地球が厳密な意味では、慣性系でないことを示すにはどのような実験をすればいいか。

これからは、特に断らない限り、系の基準座標系は慣性系である。



問：重力の無い状態で、質量 500 g の物体と 5 kg の物体が浮いている。
どちらの物体の方が動きやすいか？



慣性系の実験で、質量が 1 kg と定義された標準物体に力を加える。この標準物体の加速度が

1 m/s2 であれば、この時標準物体に働いた力は 1 N である。



30 °
𝐹"

𝐹#

𝑎⃗
50 °

質量 2 kg のパックが摩擦の無い水平面上に
あり、 で示す向きに3.0 m/s2 の加速度を持っている。
加速度は３つの水平方向の力によるものであり
そのうち２つ、大きさ 10 N の と大きさ 20 N の
がわかっている。第３の力を x 方向と y 方向の単位ベクトル
を用いて表せ。

x

y
𝑎⃗

𝐹"
𝐹#

cos50°=0.643 cos (- 150°)= -0.866
sin50°=0.766 sin(-150°)= -0.5





例題：物体 A が物体 B に及ぼす力を 、物体 B が物体 A に及ぼす力を とする。
他からの外力がなければ、物体 A と物体 B の運動方程式は

!
FA→B

!
FB→A

mA
d !vA
dt

=
!
FB→A mB

d !vB
dt

=
!
FA→B

と書ける。ただし、物体 A の質量を mA, 速度を vA 、物体 B の質量を mB, 速度を vB

とした。作用反作用の法則から、運動量保存則を導け

mA
!
vA +mB

!
vB=const.



摩擦のない氷の上でパックを滑らせる。もし南北に非常に長い氷の上でパックを滑らせると
地上にいる人はパックが南に進むに従って、西向きにほんの少し加速されているように見える。
これは地球が東向きに自転していることに起因している。

!
F1 +
!
F2 +
!
F3 = m

!a
!
F3 = m

!a −
!
F1 −
!
F2

F3,x = max − F1,x − F2,x
      = m(acos50°)− F1 cos(−150°)− F2 cos(90°)
      = 2.0(3.0cos50°)−101 cos(−150°)− 20cos(90°)
      = 12.5N

F3,y = may − F1,y − F2,y

      = m(asin50°)− F1 sin(−150°)− F2 sin(90°)
      = 2.0(3.0sin50°)−10sin(−150°)− 20sin(90°)
      = −10.4N

!
F3 = (12.5 N)!ex + (−10.4N)

!ey



!
FB→A +

!
FA→B= 0

mA
d !vA
dt

+mB
d !vB
dt

= 0

mA
d !vA
dt

= d
dt
(mA
!
vA ),      mB

d !vB
dt

= d
dt
(mB
!
vB)

質量 m は時間に依存しないので

d
dt
(mA
!
vA +mB

!
vB) = 0

mA
!
vA +mB

!
vB=const.

作用・反作用の法則より
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自由粒子(free particle) 力が働いていない粒子

x 軸上だけを動ける自由粒子









10 mm/s2 1 ガル〜震度１

0.6 m/s2 冥王星の重力加速度

0.722 m/s2 新幹線の加速度

1.622 m/s2

8.18 m/s2

9.80665 m/s2

23.12 m/s2

40.22 m/s2

月の重力加速度

阪神淡路大震災

地球の重力加速度

木星の重力加速度

地震で観測された世界最大加速度 2008年 岩手・宮城内陸地震





例題：地上 490 (m) の位置から質量 m (kg) の物体を、

初速度 0 (m/s) で自由落下させた時、地面に到達する

までの時間と、地面に衝突する直前の速度 (m/s) 

を微分方程式を解いて求めよ。



x0 = 490 (m)
v0 = 0 (m/s)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

m dx2

dt 2
= −mg

dx2

dt 2
= −g

!x = (−g)dt = −gt + v0 =∫ − gt

x = (−gt)dt =∫ − 1
2
gt 2 + x0

x = −4.9t 2 + 490
x = 0
t = 10 (s)
v = −gt = −98 (m/s)







運動方程式がもう少し複雑な形になった場合を考える。



なので



問題：初期条件 x(0) = 0 のもとで、x(t)を求め、グラフをかけ。





終端速度に達するまでの運動を で表す 𝑧̇ = 𝑧̇̃ + 𝑣,



𝑑𝑣.
𝑑𝑡 = −𝜆𝑣  2𝑧̇̃ = 𝑣.

𝑣. 𝑡 = 𝐴𝑒567

𝑣 =
𝑑𝑧
𝑑𝑡 = 𝑣. + 𝑣,

0 = 𝐴 + 𝑣, 𝐴 = −𝑣,



𝑑𝑣
𝑑𝑡 = −𝜆𝑣 − 𝑔

𝑑𝑣
𝜆𝑣 + 𝑔   = −𝑑𝑡 :

𝑓′
𝑓 𝑑𝑥 = 𝑙𝑜𝑔 𝑓

�

�

という公式があるので

:
𝜆

𝜆𝑣 + 𝑔  

�

�

𝑑𝑣 = −:𝜆
�

�

𝑑𝑡

𝑙𝑜𝑔 𝜆𝑣 + 𝑔 = −𝜆𝑡 + 𝐶

𝜆𝑣 + 𝑔 = 𝑒567BC  

𝜆𝑣 + 𝑔	
   = ±𝑒C𝑒567 = 𝐶′𝑒567

𝑣 =
𝐶′
𝜆 𝑒

567 −
𝑔
𝜆

𝐶F = 𝑔

𝑣 =
𝑔
𝜆 𝑒

567 −
𝑔
𝜆 = −

𝑔
𝜆 1 − 𝑒567 = 𝑣, 1 − 𝑒567



𝐶 = 𝐻 −
𝑣,
𝜆

𝑒567 = 1 − 𝜆𝑡 +
1
2 𝜆𝑡 # ⋯

𝑧 𝑡 ≃ 𝑣, 𝑡 −
1 − 1 − 𝜆𝑡 + 12 𝜆𝑡 #

𝜆 + 𝐻 = −
1
2𝑣,𝜆𝑡

# + 𝐻

𝜆𝑡 ≫ 1



問題：微分方程式
dy
dx

= −ω 2 x
y
を解け。



dy
dx

= −ω 2 x
y

𝑦𝑑𝑦 = −𝜔#𝑥𝑑𝑥

1
2 𝑦

# +
1
2𝜔

#𝑥# = 𝐶

𝑦# + 𝜔#𝑥# = 𝐶′



微分方程式の解が複雑な関数になっているとき、その性質を調ベるため
多項式で近似することか有用

係数 c0, c1 , c2, . . .の決定法



したがって、

問題：次の関数の x=0 付近でのテイラー展開を求めよ。

1)	
  	
  	
  (1 + 𝑥)Q

2)	
  	
  	
  𝑒R

3)	
  	
  sin 𝑥
4)	
  	
  cos 𝑥
5)	
  	
  log(1 + 𝑥)



1)	
  	
  	
  (1 + 𝑥)Q= 1 + 𝑘𝑥 +
1
2 𝑘 𝑘 − 1 𝑥# + ⋯

2)	
  	
  	
  𝑒R = 1 + 𝑥 +
1
2! 𝑥

# + ⋯

3)	
  	
  sin 𝑥 = 𝑥 −
1
3! 𝑥

_ +
1
5! 𝑥

` − ⋯   

4)	
  	
  cos 𝑥 = 1 −
1
2! 𝑥

# +
1
4! 𝑥

a − ⋯   

5)	
  	
  log 1 + 𝑥 = 𝑥 −
1
2 𝑥

# +
1
3 𝑥

_ − ⋯





テイラー展開の幾何学的意味



𝑒bc = −1



オイラーの公式の応用

一方

例題： cos q, sin q, tan q を eiqを用いて表せ。



cos 𝜃 =
1
2 (𝑒

be + 𝑒5be)

sin 𝜃 =
1
2𝑖 (𝑒

be − 𝑒5be)

tan 𝜃 =
1
𝑖
𝑒be − 𝑒5be

𝑒be + 𝑒5be



ばねに力が働かないときの長さ l を自然長とよび
ばねが自然長のときのおもりの重心に座標の原点をとる

ばねのカは、自然長 l からの伸びに比例する。
ここで k は ばね定数とよばれるばね固有の定数である。



一般に2階微分方程式には2個の積分定数があるので、
一般の解は2個の任意定数を含むことになる 。

積分定数の数だけ任意定数をもつ微分方程式の解を一般解とよぶ。
この定数は物理的には初期の位置と速度を指定する自由度になる 。

三角関数を2回微分すると 符号が変わってもとに戻ることを思い出すと、
この方程式の解は

三角関数の公式を用いると

𝑎 sin 𝜃 + 𝑏	
  cos𝜃 = 𝑎# + 𝑏#� cos	
  (𝜃 + 𝛼) 𝛼 = tan5"(−
𝑎
𝑏)



w は角振動数となる。



単振り子

長さ lの棒の先に質量 mのおもりをつけた
単振り子を考える。棒が鉛直方向�となす角を θ
とする。円周�の弧 の長さを s とする。

O

P

C
s

CPm
𝑠 = 𝑙𝜃

角 θが dθ だけ変わった時の弧の長さの変化 ds 
𝑑𝑠 = 𝑙	
  𝑑𝜃

おもりの位置が時間 dtの間に dsだけ変わったとすると、
円周�に沿った速度は

𝑑𝑠
𝑑𝑡 = 𝑙

𝑑𝜃
𝑑𝑡

加速度は

𝑑#𝑠
𝑑𝑡# = 𝑙

𝑑#𝜃
𝑑𝑡#



おもりに働く重力の接線�成分は mg sinqであるので、運動方程式は

𝑚𝑙
𝑑#𝜃
𝑑𝑡# = −𝑚𝑔	
  sin𝜃

𝑑#𝜃
𝑑𝑡# = −

𝑔
𝑙 	
  sin𝜃

角 q が十分に小さい時はテイラー展開の１次の項までで近似できるので

sin𝜃 ≅ 𝜃

𝑑#𝜃
𝑑𝑡# = −

𝑔
𝑙 𝜃

この式はばねの単振動を表す式と同じでありその一般解は

𝜃 𝑡 = 𝐶	
  cos(𝜔𝑡 + 𝛼) 𝜔 =
𝑔
𝑙

�



 θ = −ω 2 sinθ
を書き直して

 θ = v
 v = −ω 2 sinθ

とする。

の関係を用いると

dv
dθ

= −ω 2 sinθ
v

なる関係が得られる。この式を積分して

この近似解は、単振り子の運動のごく一部しか表せない。
一方、この単振り子の運動方程式を厳密に解くことは困難。
しかし、運動の様子を調べることはできる。
運動方程式

dy
dx

= dy
dt
/ dx
dt



1
2
v2 −ω 2 cosθ = C

となる。簡単のため w = 1とする。
v と角 q が十分に小さい時、テイラー展開して

𝑣 = ± 2(𝐶 + cos𝜃)�

cos 𝜃 ≅ 1 −
1
2𝜃

#

𝑣# + 𝜃# = 2(𝐶 + 1)

v と q の関係（相空間：位置と運動量で表す
座標系、での軌道）は近似的に円形となり、
C は小さな値を持つ。C が大きくなると軌道は
次第に大きくなる。そのとき、上の近似は使えない。

C が 11  になると v は q = p で 00  になる。

C が 11  より大きくなると v は 00  にならなくなり、
ある値の周�りで振動するようになる。



問題：バネの振動の運動方程式は

 mx = −kx

初期条件を x(0) = x0 , y(0) = v0として、

この運動の軌跡を相平面に描け



ここで、 , とおくと、

運動方程式は

 mx = −kx
ω 2 = k /m  x = y

 x = y

 y = −ω 2x
となる。ここでの状態空間は (x, y) 平面である。

dy
dx

= dy
dt
/ dx
dt

を用いて

dy
dx

= −ω 2 x
y

これを解く事により、軌道は積分定数 C を用いて

y2 +ω 2x2 = C
と表せる。ω = 1 では円,, ω 1 では楕円になる。初期条件
を x(0) = x0 , y(0) = v0とすると、 である。

≠
C = x 0

2+ω 2v 0
2


