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本章では,  N個の粒⼦子が互いに⼒力を及  ぼし合っている粒⼦子系を考える。
粒⼦子間に働く⼒力は相互作⽤用(interaction)とよばれ,電磁気的⼒力かもしれないし,衝突による⼒力でもよい。  
このように,多数の粒⼦子が相互作⽤用をしている粒⼦子系での⼒力学的法則を考える。

簡単のためにまず2体の場合を考える。
粒⼦子1と粒⼦子2それぞれの質量をml,  m2とし,  それぞれの座標を𝑟",  𝑟#と表す。
粒⼦子1の運動⽅方程式は  

ここで,  �⃗�#→"は粒⼦子2が粒⼦子1に及ぼす⼒力であり、𝐹"'はそれ以外の⼒力で,  
外⼒力(external  force)とよぶ  。粒⼦子2の⽅方程式も同様に書くことができて  



ニユートンの第3法則(作⽤用  反作⽤用の法則)から,粒⼦子1が粒⼦子2に及ぼす⼒力は,
粒⼦子2が粒⼦子1に及ぼす⼒力と⼤大きさが同じで向きが反対なので  

2体の場合2つの運動⽅方程式を加えると

この式は運動量の和が  時間変化せず⼀一定であることを意味する。  
⼒力が2体間の相互作⽤用だけで他に外⼒力がない場合,運動量の和,すなわち全運動量は保存する。  



作⽤用・反作⽤用の法則は,  n 番⽬目とl 番⽬目の2粒⼦子間に働く⼒力に関して



N個の粒⼦子が相互に及ぼす⼒力以外に外部からの⼒力を受けずに運動している場合を考える。
このような系を孤⽴立系  (isolated  system)とよぶ。
  孤⽴立系の場合,  運動⽅方程式は,  



問題 ロケットは後⽅方にガスを⾼高速で噴射して推⼒力を得る。時刻 t におけるロケットの速度を
v とし、その質量を m とする。時間 dt のあいだに質量 ‒–dm (dm < 0)  のガスをロケットに対して
u の速度で後⽅方に噴出し、ロケットの速度が dv だけ増加したとする。ロケットの速度が、噴出
ガスの速度 u と等しくなる時、ロケットの質量はいくらか。
ただし、重⼒力などの外⼒力は無視し、 t = 0 におけるロケットの質量を m0、速度を
0 とする。



運動量保存則を考える。時刻 t における運動量は mv  である。t + Dt におけるロケットの運動量は
(m+dm)(v+dv)、噴出されたガスの運動量は ‒–dm(v  ‒– u)  であるので、系全体の運動量は
(m+dm)(v+dv) ‒–dm(v  ‒– u)  である。これが mv  に等しいので

mv  =  (m+dm)(v+dv)  ‒–dm(v  ‒– u)  
右辺の第⼀一項を展開して、微少量の⼆二次項 dmdv を無視すると、

0  =  mdv  +  u  dm
𝑑𝑣
𝑢 +

𝑑𝑚
𝑚 = 0

t  =  0  で v  =  0,  m  =  m0  とすると
/
0
= log45

4
v  =  u  のとき、m0/m=e=2.7183    m  =  m0/2.718  =  0.368  m0



補⾜足問題：速度に⽐比例する空気抵抗を受けて振動するばねのおもり P  の位置が
次の微分⽅方程式で表される時の運動を調べよ。

�̈� +
2
3 �̇� +

37
9 𝑥 = 0

t = 0  の時、x =  0,    �̇� = 2	  とする。



𝑥 = 𝑒?@ とおいて微分⽅方程式に代⼊入すると

𝜆#𝑒?@ +
2
3 𝜆𝑒

?@ +
37
9 𝑒?@ = 0

𝜆# +
2
3 𝜆 +

37
9 = 0 特性⽅方程式

9𝜆# + 6𝜆 + 37 = 0

𝜆 =
−3 ± 9 − 9 E 37�

9 =
−3 ± 18𝑖

9

𝜆" = −
1
3 + 2𝑖 𝜆# = −

1
3 − 2𝑖



⼀一般解は

𝑥 = 𝐴"𝑒
K"L@M#@N + 𝐴#𝑒

K"L@K#@N

= 𝑒K
"
L@(𝐴"𝑒#@N + 𝐴#𝑒K#@N)

= 𝑒K
Q
R@{𝐴"(cos2𝑡 + 𝑖 sin2𝑡) + 𝐴#(cos2𝑡 + 𝑖  sin2𝑡)}

= 𝑒K
Q
R@ (𝐴"+𝐴# cos2𝑡 + 𝑖(𝐴"−𝐴#) sin2𝑡)}

= 𝑒K
"
L@(𝐵"cos2𝑡 + 𝐵#sin2𝑡)

𝑒N[ = cos𝜃 + 𝑖sin𝜃

𝐵"=𝐴" + 𝐴# 𝐵#= 𝑖(𝐴"−𝐴#)

t = 0  の時、x =  0,    �̇� = 2

𝑥 0 = 𝑒] 𝐵"cos0 + 𝐵#sin0 = 𝐵" = 0

𝑥 𝑡 = 𝐵#𝑒
K"L@sin2𝑡

�̇� 𝑡 = 𝐵#(−
1
3 𝑒

K"L@sin2𝑡 + 2𝑒K
"
L@cos2𝑡)

�̇� 0 = 𝐵#(−
1
3 𝑒

]sin0 + 2𝑒]cos0) = 2𝐵# = 2 𝐵# = 1

𝑥 𝑡 = 𝑒K
"
L@sin2𝑡

2 4 6 8

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8



質量中⼼心,すなわち重⼼心(center  of  mass,cellter of  gravity)の座標 を





( )





この2個の物体は,  間隔が  l の状態を平衡点として単振動しながら,  
系の重⼼心が等速直線運動していることがわかる  

問題：右図に⽰示すように,質量  m  の2つの質点  Pl,  P2 と  
⾃自然⻑⾧長  l,  ばね定数  k  の質量を無視できる3本のバネと
を連結して  なめらかな⽔水平⾯面上におき,  両端点を  3 l 
だけ隔てた壁⾯面に固定する。ここで,質点  Plと  P2 の
つり合いの位置からの変  位をそれぞれ  x1, x2 とおいて,
x1 と x2 の運動⽅方程式を⽴立て,これを解いて  Pl と  P2 の
振動の様⼦子を調べよ。  



２つの質点の運動⽅方程式は

𝑚𝑥"̈ = −𝑘𝑥" + 𝑘(𝑥# − 𝑥")

𝑚𝑥#̈ = −𝑘 𝑥# − 𝑥" − 𝑘𝑥#

両式の和と差を作り、 𝑥± = (𝑥" ± 𝑥#)/2 とおくと、

𝑚𝑥M̈ = −𝑘𝑥M

𝑚𝑥K̈ = −3𝑘𝑥K
𝑥M = 𝐴	  cos(𝜔𝑡 + 𝛼) 𝑥K = 𝐵	  cos( 3� 𝜔𝑡 + 𝛽)

𝜔 = 𝑘/𝑚�

𝑥" = 𝑥M + 𝑥K = 𝐴	  cos 𝜔𝑡 + 𝛼 + 𝐵	  cos( 3� 𝜔𝑡 + 𝛽)

𝑥# = 𝑥M − 𝑥K = 𝐴	  cos 𝜔𝑡 + 𝛼 − 𝐵	  cos( 3� 𝜔𝑡 + 𝛽)

連成振動は、異なる２つの⾓角振動数を持つ単振動の重ね合わせ





= 𝑚"𝑥"̇𝑥"̈ + 𝑚#𝑥#̇𝑥#̈ + 𝑥"̇𝑘 𝑥" − 𝑥# + 𝑙 − 𝑥#̇𝑘 𝑥" − 𝑥# + 𝑙
= 𝑥"̇{𝑚"𝑥"̈ + 𝑘 𝑥" − 𝑥# + 𝑙 	  } + 𝑥#̇{𝑚#𝑥#̈ − 𝑘 𝑥" − 𝑥# + 𝑙 	  }	  
=  0

𝑀 = 𝑚" +𝑚#



従って、エネルギーは



それぞれの粒⼦子にかかる⼒力が保存⼒力であり,ポテンシャルが相対座標
にのみによる関数  

U  が相対座標 にのみによるとき、  



外⼒力が働いていないとすると,それぞれの粒⼦子の運動⽅方程式は,このポテンシャルを⽤用いて 

孤⽴立系の重⼼心の運動⽅方程式は,  作⽤用・反作⽤用の法則より

𝑚"𝑚#𝑟"̈ = −𝑚#𝛻"𝑈
𝑚"𝑚#𝑟#̈ = −𝑚"𝛻#𝑈

𝑚"𝑚# 𝑟"̈ − 𝑟#̈ = −𝑚#𝛻"𝑈 +𝑚"𝛻#𝑈

𝑚"𝑚# 𝑟"̈ − 𝑟#̈ = −(𝑚" + 𝑚#)𝛻g𝑈(�⃗�)



外⼒力がない孤⽴立系の場合,全⼒力学的エネルギーは  

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 0



粒⼦子1を惑星とし粒⼦子2を太陽と思えば,中⼼心⼒力の例と  して取り上げたポテンシャルそのもの  







問題：２a だけ離れた２本の平⾏行線上を、⼆二⼈人のスケーターが互いに速度 v  で近づき、
真横に来たとき⼿手を握り合って回転を始めた。回転の⾓角速度ωはいくらか。ただし⼆二⼈人とも
質量 m  の質点とみなしてよい。



⾓角運動量保存則を⽤用いる。
⼿手を握った瞬間の⾓角運動量は mva×2
⾓角速度ωで回転しているときの⾓角運動量は ma2ω×2
両者が等しいので
ω=  v/a



衝突の問題では,  ⼒力が⼀一瞬に働くようにみえる  
実際の衝突では,  互いに働く⼒力は接触してから徐々に⼤大きくなり, やがて離れていく。
このような現象を単純化して扱うために⼒力積(inpulse)という量を導⼊入する

衝突の前後は2個の粒⼦子は⾃自由粒⼦子として扱ってよいと考える



衝突前後の運動量の変化を与える  これが゙  (5.61)  右辺の時間積分である⼒力積  (5.59)  と等しい。







このような衝突の前後での運動エネルギーの変化は


